7 Octobre 2019

Feuille d’Exercices « Révisions générales »

Exercice 1 : Résolution d’équations
Résoudre les équations suivantes :

1.

x? + 3z + 40 = 0. Il s’agit d’une équation de dégré 2 standard qu’on peut résoudre avec la
méthode du discriminant : A = —151 < 0. L’équation n’a donc pas de solutions réelles.

. 62 — 523 — 42% = 0 On constate facilement que = 0 est solution et qu’on peut factoriser

le polyndme par x? pour obtenir la forme équivalente z%(62* — 5z — 4) = 0. En utilisant
la méthode du dsicriminant, les racines de 622 — 5z — 4 sont —1/2 et 4/3. Les solutions de
I’équation de départ sont donc —1/2,0,4/3.

. 4x% + 102% + z* = 0 Comme dans la question précédente, x = 0 est solution et on peut cette

fois factoriser par 2% pour obtenir la forme équivalente z*(42% + 10z + 1) = 0. En utilisant la
méthode du dsicriminant, les racines de 422 — 10z + 1 sont (—5 + v/21) /4 et (—5 — v/21) /4.
Les solutions de 1’équation de départ sont donc —(5 + v/21)/4, (=5 + v/21) /4, 0.

z” + 6x* — 162 = 0 Ici encore, x = 0 est solution évidente et on peut se ramener a la forme
équivalente (2% +6x® —16) = 0. On est donc amené a résoudre 1’équation z°+ 62> — 16 = 0.
En faisant le changement de variable X = 23, on obtient X2 4 6X — 16 dont les solutions

sont X; = 2 et X, = —8. Il nous reste juste a résoudre 2° = 2 et 23 = —8 dont les solutions
respectives sont z = /2 et x = —2. Au final, les solutions de I’équation de départ sont donc

—2,0,v/2

z'/2 — 8x1/* — 15 = 0 On pose cette fois-ci X = /z(= x'/*) pour se ramener a I’équation de
degré 2 suivante : X2-8X —15 = 0. Ses solutions sont X; = 4++/31 et X5 = 4—+/31. Il nous
reste juste a résoudre /= = X et /x = X5. Comme X, < 0, ’équation /z = X, n’a pas
de solutions. L’équation /= = X a quand a elle pour solution 2 = (X,)* = 4193 + 7521/31
qui est donc la seule solution de 1’équation de départ.

e m3—_””8 = 0 On commence par réduire tout le monde au méme dénominateur pour aboutir

a (1322 + 7z)/(4x + 5)(x — 8) = 0. On vérifie que = 8 et x = —5/4 ne sont pas solutions.
L’ équation est donc équivalente a 132 + 7z = 0 dont les solutions sont x = 0 etz = —7/13.

Exercice 2 : Equations exponentielles et logarithmiques
Résoudre dans R les équations suivantes :

1.
2.

— _ o _ 7+In(3/5)
124+ 5exp(102 — 7) = 15 < exp(102 — 7) = 3/5 < 102 — 7= In(3/5) & r =

4exp(2r + 2?) — 7 = 2 & exp(20 + 27) = 9/4 & 20+ 27 —In(9/4) = 0 & x =
—1+ /T + In(9/4)

CAx? —3x%exp(2— ) =0 22(4 —3exp(2 — 1)) =0 &

=0 =0 =0
= =
4—exp(2—2)=0 2 -2 =1In(4) r=2-—1In(4)

16+4ln(z+2)=7< In(x+2) = -9/4 < x+2 =exp(—9/4) & = = exp(—9/4) — 2. On
vérifie aussi que la solution ainsi trouvée vérifie = > 2 et donc que In(x + 2) est bien défini.
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7.
8.

. In(3z 4+ 1) — Inz = —2 Le membre de gauche n’est défini que si 3z +1 > Oetx > 0, c’esta

dire z > 0. Pour z > 0,

3z +1 —1
1n(3x+1)—lnx——2<:>ln< ot )

= 2&3wtl=ce’sr= 5
T 3—e”
La solution ainsi trouvée est négative ce qui contredit x > (. L’équation de départ n’a donc

pas de solution.

2In(z)—In(z2+4x+1) = 0 Le membre de gauche n’est défini que si x> O et z?+4x+1 > 0,
c’est a dire x > 0 (on peut vérifier que la deuxieme inégalité est vraie des que la premiere
I’est. Pour z > 0,

2In(z) —In(z* +4r+1) =0 In(2*) =ln(2* +4v + 1) S dz+1 =0 1 = —1/4.

La solution ainsi trouvée est négative ce qui contredit x > (. L’équation de départ n’a donc
pas de solution.

11 -5%1=3& U5 =84 (92— 1)n5 =8 &z =5 (1+ )

1+35 2 =5 oI = | o (52 —2)1n3_1n4<:w—i(2+}g§)

Exercice 3 : Résolution d’équations
Résoudre dans R les équations suivantes :

l.ef+e =2

2. Inz)’+3nx+2=0

3. x=xr+2

4. 2% —3x+4+ 552 =0
Vu en cours

Exercice 4 : Résolution d’inéquations
Résoudre dans R les inéquations suivantes.

L.

In(3z) < In(2z) L’équation n’est définie que pour z > 0. Pour z > 0,onaln(3z) < In(2z) <
In3 < In2 qui n’a évidemment pas de solutions.

. 3 x 2524 > 78 Les deux membres de 1’inéquation sont positifs (pour toute valeur de ).

On peut composer par le logarithme pour obtenir 3 x 2374 > 78 & Boe-dn2 —_ 78 o
(33” _4)1112 =8n7Txr=-= (4_|_ 81117)

In2

1

) (g)x < 10710 Les deux membres de 1’inéquation sont positifs (pour toute valeur de z).

On peut composer par le logarithme pour obtenir 5 (%)I <107 & —zln3 +1InH <

10In10—Inb5
—10In10 & g > 10010

. v/ > x + 1 Le terme de gauche de I’inéquation n’est définie que pour x > 0. Pour z > 0, les

deux membres de I’inéquation sont dans R, et on peut composer par x +— x% qui est croissante
sur R, .

r>(x+1)> ??+r+1<0
>r+1& &
v {r>0 x>0

. L’équation 22 + x + 1 = 0 n’a pas de solutions (A = —3 < 0) et un tableau de variations
montre que 22 + x + 1 > 0 pour tout z > 0. L’inéquation n’a donc pas de solution.

Exercice 5 : Injections, surjections, bijections
Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont des injections/surjections/bijections ?
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1. f: R — R définie par f(x) = €* [ est une injection (¢ = ¢¥ = = = y) mais pas une
surjections (f(z) = —1 n’a pas de solution dans R).

2. f:R — R définie par f(z) = e” [ est une bijection. Pour tout y € R* , I'équation f(z) =y
a une et une seule solution (xr = In y)

3. f: R — R, définie par f(x) = z? [ est surjective (pour tout y € R, I'équation f(x) =y
a au moins pour solution r = VY mais pas surjective (I’équation f(z) = 1 a deux solutions
r=—letx=1).

4. f:R, — R, définie par f(x) = x? f est bijective : pour tout y € R, I'équation f(x) =y a
une et seule solution dans R, donnée par v = /y.

—1siz <0

5. f : R — R définie par f(x) = * S? v= f est une injection (pour tout x,y € R,

z+1siz >0

f(z) = f(y) = x = y) mais pas une surjection (0 n’a pas d’antécédent par f).

6. f: N — N définie par f(n) = 2n [ est une injection (pour tout n.p € N, f(n) = [(p) =
n = p) mais pas une surjection (aucun nombre impair n’a d’antécédent par f).

91 i .
[n/2] s n pa'lr ] f estune bijection. Pour tout nombre
—|n/2] si n impair
k dans Z, I’équation f(n) = k a une unique solution dans N donnée par n = 2k si k > 0 et
n=2k+1sik<O0.

7. f: N — Z définie par f(n) = {

Exercice 6 : Récurrence

Montrer les formules closes suivantes par récurrence :

1. Sn:1+2+...+n:@VuavecMarc

2. Sn:12+22+...+n2:quenTD

3. Sp=14q+¢+ - +q"=5L

pour tout g € R — {1} Vuen TD

Exercice 7 : Equations trigonométriques
Résoudre dans R (sauf mention explicite du contraire) les équations trigonométriques suivantes :
1. 10cos(80) = —5 < cos(80) = —1/2 < cos(80) = cos(7/3) < 80 = £7/3 [27] & 6 =
+7/24 [7/4]

2. 2sin(6/4) = V3 < sin(0/4) = v/3/2 < sin(0/4) = sin(r/3) < {0/ d=m/3 27

0/4=m—m/3 [27]

{e/4 =/3 [ {9 —4n/3 [87]

0/4=2n/3 [27] 0 =8r/3 [8n]

3. 2sin(f/4) = /3 dans [0, 167] On repart de la solution trouvé précédemment et on cherche
les nombres de la forme 47/3 + 8k et 87/3 + 8kn (avec k € Z) qui sont dans ’intervalle
[0, 167]. On trouve {47 /3,87 /3,87 + 47/3, 87 + 87 /3}

4. 10+ 7tan(46) = 3 dans [—7,0]. < tan(40) = 1 < tan(40) = tan(n/4) < 40 = 7/4 1] <
0 = 7/16 [w/4]. En cherchant les nombres de la forme 7/16 + k7 /4 (k € Z dans [—m, 0], on
trouve {—37/16, —77 /16, —117/16, — 157 /16}.

5. 3 —4sin(40) = 5 dans [-37/2, —7/2] < sin(40) = —1/2 < sin(40) = sin(—7/6) <
{4627?/6 2n)  [40=m/6 [2m] {927/24 /2]

40 =m—7m/6 [27] 40 =57 /6 27| 0 =5m/24 |[n/2]
nombres de la forme 7/24 + kr/2 et 5w /24 + knw/2 (avec k € Z) dans [—37/2, —7/2],
on trouve {—23 /24, —357 /24, —197 /24, —317 /24}.

. En cherchant les
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Exercice 8 : Partie Entiére et Valeur Absolue
Résoudre dans R (sauf mention explicite du contraire) les (in)équations suivantes :

1. |z? — 2z — 2| < 1 On raisonne par équivalence.

|22 — 27— 2| <1 -1<2*-2r-2<1
S2<s?—22+1<4
s2<(r-1)%*<4
SV2<|r-1<2
- V2<z—-1<2
V2< —(z-1)<2
~ V2+1<z2<3
—1<z<+Vv2-1

L’ensemble des solutions est donc [—1,v/2 — 1] U [v/2 + 1, 3].

2. Lﬂ = 0 On raisonne par équivalence.

1 1
LJ20@0§<1@1<1‘(§+O@)
T X

3. |z% + 2z| = 1 On raisonne par équivalence.

22 +2r=1 22 4+2r—1=0 x:’%‘/ﬁ
<~
242 =—1 22 4+2r4+1=0

]xz+2x|:1<:>{

Les solutions sont donc —(1 +/2)/2, =1, (=14 /2)/2

4. |2* + x + 1] = 1 On raisonne par équivalence.
[P 4+z+l]=11<s"+r+1<2&0<z(@x+1)<1

L’équation 22 + = = 0 a pour solutions z; = —1 et 5 = 0. L’équation 2> + 2 = 1 a pour
solutions x| = — 1*—2\/5 etx), = ’1%\/5 En combinant ces informations au tableau de variations
de x — x? + x (décroissante sur (—oo, —1/2) et croissante sur (1/2, +00)), on montre que
0<z’4+z<1% xe (x),r]Ulre, ). Les solutions de I’équations sont donc tous les

ze (-5 1Juo, Z1Yo),



