4 novembre 2019

Feuille d’exercices « Développements Limités »

Exercice 1 : Formule de Taylor

Soit f une fonction dérivable n fois sur un intervalle / autour de 0. Soit x € I un point proche de 0.
En utilisant la formule de Taylor, exprimer f(x + a) en fonction de f et des ses dérivées successives
ena (f(a), f'(a), etc). On utilisera un terme d’erreur de la forme o(z"), i.e. f(x) = --- 4 o(z™).

fz) =

Exercice 2 : DL usuels (calculs)
Calculer un DL a I’ordre 3 des fonctions suivantes (en 0). On pourra essayer de se ramener a un DL
connu.

1. vV9+z =

1—cos(z)?

sin(z)

3. exp(sin(x)) =

Exercice 3 : Limites
A I’aide de développements limités, calculer les limites suivantes

1. lim,_,o[cos(z)]/ tan=

V1222 —(1—x2)

x4

3. lim, 4 oo x(\ /14 % + \/g — 1) (on pourra considérer une variable intérmédiaire et raisonner

en deux temps).

Exercice 4 : Quotients de DLs

Rappeler les DL en 0 a I’ordre 5 de sin(z) et a I’ordre 4 de cos(z). En déduire des DL en 0 a I’ordre

4 de 'x et 1 .
sin(z) — cos(x)

Exercice 5 : DL et limites
Calculer les limites suivantes a 1’aide de DLs en 0 en évitant les calculs superflus (c’est a dire, en
faisant les DLs a I’ordre qui permet de lever la forme indéterminée) :

In(1 — si 1 = 22
lim lim n(l + x) — sin(z) lim cos(x) —vV1—u

z—0 2 z—0 T z—0 x4

e — cos(z)

Exercice 6 : Développement asymptotique
1

On cherche a montrer que \/x +Va2+1-— \/x +VvaZ—1= m
x
vers I'infini. On pose f(z) = Vo + Va2 +1letg(z) = Vo + Va2 —1.
f(z)

I I 1 le teIIIle dOIIllIlaIlt de T—r+00
)

+ o(z~%?) quand z tend



2. Calculer un développement asymptotique de f(z) en +oo de la forme f(x) = h(x)[1+--- +
o(z®)] en réfléchissant bien a la valeur de « requise pour montrer le résultat demandé.

3. Faire de méme pour g(x)

4. Conclure.

Exercice 7 : DL et limites (II)
On cherche a calculer la limite suivante : [ = lim,_,z [sin(z)]***®), On considére pour cela la fonction
suivante, définie pour A au voisinage de 07 :

F(h) = sin (g - h)taﬂ(g_h)

Montrer que f(h) = [cos(h)]*/***" En déduire la limite [ & ’aide de DLs. On pourra passer en forme
exponentielle et composer les DL en 0 de cos(z) et In(1 — z).

Exercice 8 : Pour aller plus loin, approximation de cos(z)
Touver a, b € R tels que, au voisinage de 0,

1+ ax?

fla) = cos(a) = 1o

= o(z")

avec n maximal. (Indice : On peut écrire le DL de f(z) en 0 en fonction de a et b et chercher les
valeurs qui annulent le maximum de coefficients dans ce DL).

Exercice 9 : Pour les braves
Calculer la limite [ définie par :

- (MO0

T—+00 Inz

Donner un équivalent (c’est a dire faire un développement asymptotique au premier ordre non nul) en

+oo de
In(1+2)\" —l
Inz



