23 octobre 2019

Exercices corrigés sur les « complexes »

Exercice 1 : Forme algébrique
Mettre sous forme algébrique z = a + b avec a, b € R les complexes suivants :

1.

7.

8.

9.
10.

11.
12.

2] = % C’est une fraction, on multiplie numérateur et dénominateur le complexe conjugué
P . s 14 . " _ 1+42i3+4i _ (1+20)(3+4i) _
du dénominateur pour se ramener a dénominateur positif. 2y = =7 = RoaE s T
—5410i _ —142i
25 5
_ 1145¢ 11-54 9) sdui 1 d A dé . 14+ (1 —1 ialeb
zg = 5% + 575 On réduit tout le monde au méme dénominateur (1 +)(1 —4) qui a le bon

(11+53) (1+4) + (11-5i)(1—i) _ 6+16¢ 4 6=16i _ 12 _ g
2 2 2

golit d’étre réel. zo = e a0y —

1ti

2 . ; P
. 23 = ( 3_i) . On peut adopter deux approches : (i) mettre 1 sous forme algébrique avant

3—i
de I’élever au carré ou (ii) I’élever au carré avant de le mettre sous forme algébrique (en

se ramenenant a un numérateur réel). On va adopter 1’approche (i) : mettre % sous forme

1o N 2 £ s 1z < 144 (+9)(3+4)

algébrique (en se ramenant a un numérateur réel) puis I’élever au carré. = = GG =
244i _ 142i o 1420, 1420 _ =344
o = —5etonadonc zz = == X = = =9

2y = % + Z\/ng Déja sous forme algébrique

. 25 = — 1_? 7 On se ramene a un dénominateur réel en multipliant par le complexe conjugué :
b 2 VT 2047 14T
o 1—iV/7 1+iV/7 8 4
(1+4)°

26 = (755 On commence par calculer (1 +14)%et (1 —4)°. On remarque que (1 + )% = 2i,
(1+i)* =2i(1+i) = —2+42i = —2(1 —i). Onadonc (1+14)” = [(1+14)°]® = =8 x (1 —i)°.
z¢ se simplifie donc en zg = —ﬁ. Comme (1 —4)> = —2i,0na 25 = % = —41.

Remarque On peut résoudre I’exercice plus simplement en notant que 1 + i = /2e"™/* et

. ; < . L 9,9im/4 . » )
1 —i = +/2e /4 d’ol1 on tire aisément z5 = 7(%5))5;;%#/4 = (V2)1e! i/t = 4e=/2 = 4

2 — 1 _ (A=39)(249) _ 5-5i _ 1—i
T A430)(2—i)  [1+3i22—i2 T 10x5 10

2y = WA — (DO — 1190 4 224)(1 +4) = (=60 + 110)(1 + ) = —71 + 59i

29 = 2e%™/3 = 2 cos(27/3) + 2isin(27/3) = —1 +iV/3

o 261'77/4 - it

R10 = =sin/d 2" = -2

211 = 2ei7r/4 % 6—3i7r/4 _ 26—1'77/2 — —9;
— 278 2 -3n/6 _ 2,-7/2

212 = gers = 56 0= e

Exercice 2 : Forme exponentielle
Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

1.

141
1—4°

module:1+i:\/§<%+i\%

. . oy o . i » . i /4
un raisonnement similaire que 1 — i = v/2e~""/* et on déduit 2, = \/\/;:—WM =e

2 = On commence par mettre 1 + ¢ sous forme exponentielle en faisant apparaitre son
) = /2[cos(7/4) + isin(m/4)] = v/2€"™/*. On montre avec

/2

zg=1+4iV3 =2 (% + Z?) = 2[cos(/3) + isin(r/3)] = 2/3

1



3.

23 = 1_—+21 On repart du résultat intérmédiaire de la question 1 : 1 + i = v/2¢"™/ et on note que

—2 = 2¢'™ pour déduire le résultat z5 = % = /2¢837/4
24 = 1}%? On repart du résultat de la question 2 : 1 + iv/3 = 2¢™/3 et on montre de maniére

2eim/3 ez(gf%) _

analogue que v/3 + i = 2¢"/%. On en déduit z4 = s =

[SE]

z5 = sin(z) + i cos(z). z5 ressemble a une forme exponentielle mais n’en est pas une, il faut
du cos pour la partie réelle et du sin pour la partie imaginaire. Qu’a cela ne tienne, on sait que
sin(x) = cos(m/2 —x) et cos(x) = sin(n/2 — x) (faites un dessin sur le cercle trigo pour vous

en convaincre). On a donc z; = cos(m/2 — z) +isin(r/2 — x) = ¢i(5-2)

On en déduit facilement le reste des valeurs demandées
1.

2.
3.
4.

2’12 = (eiw/2)2 — ™1

Z% = <2ei7r/3)4 _ 1664i7r/3 _ 166722‘71'/3 _ 8 _ 78\/§

23 + 3" = 2Re(25) = 2Re(32¢"™/3) = 2 x 32 x cos(5m/3) = 64 cos(—7/3) = —32
B _ s _ s _ S804 _

1—i 11—~ 1—i [1—i?

Exercice 3 : Opération sur les nombres complexes
Onposeu=1+z1etv = 14 V3.
On a vu dans I’exercice précédent que u = v/2e

/4 et v = 2¢'™/3. On en déduit les réponses suivantes :

1. |ul =+v2et|v] =2

. D’apres la question 3, z =

. arg(u) = 7 [27] etarg(u) = % [27]

w _ (I+)(1=iv3)  _ (14+Vv3)+i(1-v3) _ (1+V3)+i(1-V3)
4

S

S CEV [T ) R TV T

/4 i(Z—x —i5 ~ si
= = e = et = J conl ) - sin(y)

Z =

SIS

.z apour module 1/+/2 et un de ses arguments est — /12.

(1+f>+z(1 V3)

. D’apres la question 4, 2 = COS(;%”” + iSin(£/12).

Par identification des parties reelle et imaginaire de chaque expression,

cos(—7/12) = \f(l +/3)  sin(—n/12) = \f(l —V3)

On conclut a I’aide des différentes propriétes de cos et sin (parité de cos, imparité de sin et
égalités cos(m/2 — x) = sin(z) et sin(m/2 — x) = cos(z)) :

er(35) on(35) () - () - e
in (57) <o () e () = 045

Exercice 4 : Simplification de nombre complexe
Ecrire sous forme algébrique et puis trigonométrique le nombre complexe ci-dessous :

141

L <1+i—\/§(i—1)>2



Ce nombre a I’air un peu pénible mais certaines parties ressemblent a des quantités déja vues. On
commence par simplifer z sous la forme :
> 2

On a déja vu dans la question 1 de I'exercice 2 que =% = () = e™/2 = i = —i. On a donc

z=(1—-iV3)? = (26*"'”/3)2 (voir question 2 de I’exercice 2), ¢’est a dire z = de~27/3 = —2—i2/3

z = <1+\/§

1 —1
1+

Exercice 5 : Puissance d’un nombre complexe
De fagcon générale, la forme exponentielle est beaucoup plus pratique pour calculer la puissance d’un
nombre complexe

2017
14i =) On a vu

1. Déterminer le module et un argument de 1_:. En déduire la valeur de (:

1
précédemment que z = % = i et on sait que 7* = 1. II suffit donc de trouver le reste de la

division entiere de 2017 par 4. On a 2017 = 2016 + 1 = 4 x 504 + 1 et donc 22017 = 2017 =
7:4><504+1 _ (7;4)504 X i = 1504 X i=1

2. Déterminer le module et un argument de 1 + i7/3. En déduire la valeur de (1 + 2\/5) ? 010 On
a déja vu que z = 1 + i\/3 = 2¢'™/3 et on sait que (e'™/3)% = ¢*™ = 1.1l faut donc trouver le
reste de la division entiere de 2010 par 6. On a 2010 = 6 x 335 et donc 22°10 = (2@”/3)2010 -

355
/31,2010 /31,6355 3\ 6 .
92010 (ezw/d) 22010 (ez7r/5) 92010 <(€z7r/d) ) 92010 1355 92010
3. Déterminer les puissances n-iecmes de :

1+44V3 1+ itan(6)

e 271 i tan(0)

T z3 = 1+ cos(¢) + isin(¢)

L4 s i N PR n nm
21 peut se réécrire z; = v/2¢"/1? d’oti on déduit 27 = 23’2
7 n’est définie que pour 0 # 7 + k7 (avec k € Z). Si c’est le cas, 2o peut se réécrire 2o =
cos 0414 sin(6) .
~ cos(0)  __ cos(0)+isin(0) e 20 15 .~ L1t o 2%in0 .
S~ cos®)-smD) ¢ 0 e*” d’ot on déduit z = ="’ = cos(2nf) + i sin(2nd)
cos

z3 peut se réécrire z3 = 1 + €®. Ce n’est pas une forme exponentielle mais on peut s’en
rapprocher en “factorisant par le demi-angle”, c’est a dire en mettant ¢'*/? en facteur : z3 =
e9/2 (e7'?/2 4 e'?/2) = 2cos(¢/2)e™/2. 1l est alors plus facile de calculer la puissance sous

Sng

la forme : 2§ = (2 cos (2) ei%y = 2"cos" () e'%

Exercice 6 : Linéarisation
Linéariser les expressions suivantes



1. f = sin’(z) Comme détaillé dans le cours, on utilise les formules d’Euler et de Moivre.

= 2_ [(6”)5 4 5(em)4(_efzx)l + 10(6”)3(—67“’7)2
F10(e™)2 (e ) 4 5(e) (e ) + (e )]
1 .. | . | | |
=35 [67’5‘” — 57 4 10e™ — 10e™™ 4 5e 3 — 5*5“5}
1

1 ; . : : : .
= 61536 o 6715:1: -5 (ez&r o 67131) +10 (em o efz:c>
321 |N—~—— —_— —_——

=2i sin(5z) =2isin(3z) =2isin(z)
1
0 [sin(5x) — 5sin(3z) + 10 sin(z)]

ou la deuxieme ligne est une application directe du bindme de Newton (une généralisation de
I’inégalité remarquable (a + b)? = a® + 2ab + V*

2. g = cos®(x) sin*(z) On procéde comme décrit dans le cours en développant d’un coté cos®(z)
et de I’autre sin*(z).

_ L [(611)4 +4<€ix)3<_€7im)1 + 6(61'90)2(_671'90)2
+4(€ix)1(_€—ix)3 + (_e—ix)fx}

1 [ei4m o 4€i2x 16— 4e—i2x 4 6—42':3}

~ 16

Et on s’arréte 1a (on ne rassemble pas les termes pour faire apparaitre des cos et des sin car il
faut encore développer cos®(x).

, B eix+6—im 3
cos’(z) = (T)
_ [(6”)3 +3(6ix)2(6—im>1 +3(€ix)1<e—ix)2 + (e—ix)i’)}

[ei?;a: +3€zx _‘_3671'1 +€73i:p]



Il ne reste plus qu’a multiplier les deux expresssions (sans se tromper) :

1

cos®(z) sin*(z) = 6 <8 [em — 4™ 4 6 — 4e 2 4 6_4”"] [613'” + 36 + 3e7 4 6_3iﬂ
_ Eg [6171 o 4615317 + 6613:p — 4 + e i@

+ 367 — 1287 4 18¢' — 127 4 3¢
+ 36i3x o lzeix + 186—i1’ o 12€—i3$ + 36—i5$
+€ia: o 4671':(: + 6671'3:0 o 4671'5:(: + €7i7x]

1

@ |:€’L7:L' o 6’£5:E o 362'31‘ T 36M 4 3e—i:L' o 36—i3w o e—i5z + e_nw]

_ Eg 617:17 + 67273_(§z5x + 6715‘3) o 3(6131 + 6723:3) + 3(§Ll + 67L£B>

2 cos(Tx) 2 cos(bx) 2 cos(3x) 2 cos(z)

iy [cos(7x) — cos(bx) — 3cos(3z) + 3 cos(z)]

Remarque : On aurait pu s’épargner quelques calculs en utilisant 1’égalité cos(x) sin(z) =
*in(22) et en développant g sous la forme g = % sin®(2z) sin ().

Remarque : Une facon simple de diagnostiquer une erreur de calcul est la nature de votre
résultat : vous partez d’une expression réelle, vous devez aboutir a une expression réelle. S’il

vous reste des ¢ dans le résultats, vous avez fait une faute quelque part.

3. h = sin(z) cos?(z) On pourrait raisonner comme pour le calcul de g mais on va ruser pour
faire moins de calcul en notant que cos?(x) = 1 — sin*(z). On a donc h = sin®(z)(1 —
sin?(z)) = sin®(z) —sin®(x) = sin®(x) — f. On peut calculer sin®(x) comme dans la question
I:

1 ix\3 el 76—2‘:1: 1 eix 1 e—iac 2 6—7,':5 3
2(27;)3[(6)+3( (=) 4 3(e) (—e )+ (me )
1 13x i —iT —3ix
¥ e 3e" + 3e e )]

=2isin(3x) =2isin(x)

1
= [sin(3z) — 3sin(z)]
En combinant les linéarisations de sin®(z) et sin®(z), on obtient :
1 . : 1. : .
h = 1 [sin(3z) — 3sin(z)] — 6 [sin(5z) — 5sin(3z) + 10 sin(x)]

1
=16 [—sin(5x) + 9sin(3x) — 22sin(x)]

Exercice 7 : Puissance d’un nombre complexe
c ey . N ..
Comment choisir I’entier naturel n pour que (\/3 + z) soit réel ? Imaginaire ?

5



Comme pour les autres exercices avec des puissances, on commence par écrire le nombre complexe
de départ sous forme exponentielle. On a déja vu que z = v/3+i = 2¢’5 (voir question 4 de 1’exercice
2). On sait donc 2™ = 2"e" 6 . A partir de 1a, on peut raisonner par équivalence :

z”ER@ei%ER<:>sin(%>:0<:>%:0+k7raveckEZ<:>n:6kaveck€Z
z”EiR@ei%ﬂEiR@cos(%):0<:>%:g—i-/mraveckEZ<:>n:6k:+3aveckEZ

Autrement dit 2" est réel si et seulement si n est multiple de 6 (parfois noté n = 0 [6]) , et imaginaire
si et seulement si le reste de la division entiere de n par 6 est 3 (parfois noté n = 3 [6]).



